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Sans document ni calculatrice

A

On considère deux polynômes de R[X] :
A = X4 + 2X3 + 2X2 + 2X + 1 et B = X4 − 1.
1- Donner la décomposition de A et B en facteurs irréductibles dans R[X].
En déduire le pgcd de A et B, noté D
2- Retrouver le pgcd de A et B par l’algorithme d’Euclide.
3- Trouver deux constantes u et v telles que Au + Bv = 0.
En déduire tous les polynômes U et V vérifiant AU + BV = D.

B

1-Soit E l’espace vectoriel des matrices de la forme M = aI + bA + cA2 où a, b et c sont des réels, I est la
matrice identité d’ordre 3 et A est la matrice : 0 0 1

0 0 1
2 −2 0


1.1- Calculer A2 et A3.

1.2- En déduire la stabilité de E pour la multiplication des matrices, puis que E est un anneau commutatif
et non intègre.
1.3- Déterminer l’inverse de M = aI + bA + cA2, quand elle existe, sous la forme M−1 = xI + yA + zA2

1.4- Calculer le déterminant de M et retrouver la condition d’inversibilité de M . (On fera apparâıtre les étapes
du calcul de detM)

2- On note F l’ensemble des matrices P de la forme P = AM où M est élément de E.
2.1- Montrer que F est un sous-espace vectoriel de l’espace E.
2.2- Montrer que F est un idéal de l’anneau E.
2.3- Montrer que la relation d’équivalence < définie dans E par
M<M ′ si et seulement si detM = det M ′

peut aussi se traduire par M −M ′ ∈ F .
2.4- Donner une illustration géométrique des classes d’équivalence de 0 et de I ainsi que de la partition de E
définie par cette relation dans l’espace E engendré par {I,A, A2} et figuré ci-contre.
2.5- Quelle est la structure de l’ensemble quotient E/F ?
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