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MA1B-ALGEBRE 1

I.M.A. Durée : 2 heures Sans document ni calculatrice
Commentaire : Les parties A, B, C et D sont indépendantes.

A

On considère un polynôme P de R[X] qui divisé par X − 1 a pour reste 8 et divisé par X − 2 a pour reste 8.
Quel est le reste de la division de P par (X − 1)(X − 2) ?

B

1- Calculer le pgcd des polynômes A et B de R[X] suivants : A(X) = X2−3X+2 et B(X) = X3−X2+2X−2
2- En déduire deux polynômes U et V non nuls tels que deg(U) < deg(B) et deg(V ) < deg(A) vérifiant
l’égalité : AU + BV = O.

3- Calculer le déterminant : S =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −3 2 0 0
0 1 −3 2 0
0 0 1 −3 2
1 −1 2 −2 0
0 1 −1 2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
en faisant apparâıtre les étapes du calcul.

4- Enoncer une conjecture reliant la troisième question aux précédentes.

C

Dans R2, on définit une opération notée, ” ∗ ” par : (a, b) ∗ (x, y) = (ax + by, bx + ay)
1-Trouver l’élément neutre puis les éléments inversibles de R2 pour cette opération.
2- On fixe (a, b) et on définit l’application f par :

f(x, y) = (a, b) ∗ (x, y)

Pour quelles valeurs de (a, b) l’application f n’est-elle pas bijective ?

D

Soit E l’ensemble des applications dérivables de R dans R et soit a un réel quelconque fixé.
M2(R) désigne l’ensemble des matrices carrées d’ordre 2 à termes réels.
On considère l’application φ de E dans M2(R) qui à f associe la matrice

φ(f) =
(

f(a) 0
f ′(a) f(a)

)
où f ′ est la dérivée de f

Démontrer que φ est un homomorphisme d’anneaux.
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