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Barème proposé : Algèbre (8 points) ; Analyse (12 points)

ALGEBRE

Exercice 1 .
I - Soit (E,<,>) un espace vectoriel euclidien de dimension n > 0, (α1, . . . , αn) ∈ Rn, (v1, . . . , vn) ∈ En,
φ : E → R l’application définie par :

∀x ∈ E, φ(x) =
n∑

i=1

αi < vi, x >2

1) Montrer que φ est une forme quadratique sur E et exprimer la forme polaire ϕ de φ.
2) On suppose (v1, . . . , vn) libre dans E et (∀i ∈ {1, . . . , n}αi > 0 ) ; établir que ϕ est un produit scalaire sur E.

II - On considère sur E = R3, euclidien usuel rapporté à sa base canonique, le produit scalaire ϕ : E×E →
R défini par :

∀(x, y) ∈ E2, ϕ(x, y) =
3∑

i=1

< vi, x >< vi, y >

avec v1 = (1, 1, 1), v2 = (0, 1, 1), v3 = (0, 0, 1)
1) Déterminer une base de E orthonormale pour ϕ.
2) On considère F le sous-espace vectoriel de E engendré par u1 = (1, 0, 0) et u2 = (0,−1, 1)
a) Déterminer l’orthogonal F⊥ de F relativement à ϕ
b) Déterminer la projection orthogonal v de v1, sur F , relativement à ϕ.
c) En déduire la distance de v1 à F , relativement à ϕ.
d) Déterminer la matrice, relativement à la base canonique de E, de la symétrie orthogonale par rapport F ,
relativement ϕ.

Exercice 2 .

On considère dans M3(R), la matrice A =

 0 −1 1
−1 −1 0
1 0 −1

 1) Sans effectuer de calculs, expliquer pourquoi

A est diagonalisable et que la matrice (A− iI) est inversible.
2) Peut-on déterminer une base orthonormée (pour le produit scalaire canonique de R3) formée de vecteurs
propres de A ? (justifier votre réponse ).
3) Si la réponse à la question 2) est affirmative, déterminer une telle base.
4) En déduire une matrice orthogonale de M3(R)

ANALYSE

Exercice 1 .
Soit En l’espace vectoriel des polynômes en x, à coefficients réels, de degré < n (n ∈ N ) . On considère sur
En les deux normes :

P ∈ En 7→ ‖P‖1 =
∫ 1

0

|P (x)|dx et P ∈ En 7→ ‖P‖2 = sup
x∈[0,1]

|P (x)|
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l- En appliquant un théorème du cours qu’on énoncera, montrer qu’il existe des constantes a > 0 et b > 0
telles que, pour tout P ∈ En, on ait a‖P‖2 ≤ ‖P‖1 ≤ b‖P‖2 .Quelle est la plus petite valeur de b qui
convienne ?
2- Dans le cas n = 2, on considère l’élément Pλ de E2, qui satisfait P (0) = 1, P (1) = λ, avec λ ∈ R
i) Calculer, suivant les valeurs de λ ∈ R, ‖Pλ‖1 et ‖Pλ‖2 ii) En déduire la plus grande valeur de a qui convienne.

Exercice 2 . 1- Montrer que l’ensemble U = R2 − {(0, 0)} est un ouvert de R2.
2- Montrer que la fonction F définie sur R2 par :

F (x, y) = x3 ln(x2 + y2) si (x, y) 6= (0, 0)

F (x, y) = 0 si (x, y) = (0, 0)

est continue sur R2.
3- a) La fonction F a-t-elle des dérivées partielles sur U ? Si oui, les calculer en un point (x, y) quelconque de
U. Ces dérivées partielles sont-elles continues sur U ?
b) La fonction F a-t-elle des dérivées partielles en (0, 0) ? Si oui, les calculer.
4- a) La fonction F est-elle différentiable sur U ?
b) La fonction F est-elle différentiable en (0, 0) ?

Exercice 3 . Soit f l’application définie sur R2 par :

f(x, y) = ‖(x, y)‖2 =
√

x2 + y2

et a un nombre réel.

1- Calculer :

I(a,R) =
∫ ∫

B(0,R)

f(x, y)adxdy et J(a,R) =
∫ ∫

R2−B(0,R)

f(x, y)adxdy

où B(O,R) est la boule de centre (0, 0) et de rayon R associée à la norme ‖.‖2

2- Peut-on trouver les valeurs de a pour lesquelles les deux intégrales sont finies simultanément ?

Exercice 4 . Soit f l’application définie sur R2 par : f(x, y) = 2x2 + 2y2 + x2y2 − x4 − y4.
1- Trouver les extremums locaux de f .
2- Montrer que quel que soit (ρ, θ) dans R2, f(ρ cos θ, ρ sin θ) < 4.
3- En déduire les extremums globaux.
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