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I Dans cet exercice A designe un anneau principal et si M est un A-module
on pose AnnM = {a € A/(Vx € M)(ax = 0)}.

1) Soit a un élément de A, alors M = A/(a) est un A-module de torsion,
démontrer que AnnM = (a).(pour I'une des inclusions, remarquer que A est
unitaire).

2) Plus généralement soit M un A-module de torsion et :

M=A/(a;) ® Af(ax) ®--- D A/(a,) avec aqlas|---|ay,

Soit b tel que AnnM = (b), démontrer que (b) = (a,) -

3) Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K
algébriquement clos, et v un endomorphisme de V. On muni V' d’une struc-
ture de K[X]-module en posant : P.z = (P(u))(z). Démontrer qu’il existe
n polynomes Py, P, ---, P, tels que :

V=K[X]/(P)®K[X]|/(P)®&--- & K[X]/(P,) avec P\|P|---|P,

Soit m un polynéme unitaire tel que AnnV = (m) ( le polynéme m s’appelle
le polynéme minimal de u). On a donc d’apres b) (m) = (B,).

Démontrer que si A est une racine de m alors A est une valeur propre de wu.
Réciproquement, montrer que si A est une valeur propre de u alors A est une
racine de m. (On pourra montrer que X — A divise m).

IT Soient p un nombre premier impair, w une racine p-ieme de l'unité
différente de 1 et k£ = Q(w).
1) Soit ¢ un élément de k qui n’est pas un carré dans k, et soit K = k(1/c).
Montrer que H = Gal(K/k) a deux éléments; on note v le k-automorphisme
de K qui est différent de I'identité.
2) Soient @ un élément de K tel que le polynome XP — a soit irréductible
surK, L le corps de rupture de de X? —a et G = Gal(L/k).
a) Montrer qu’il existe « dans L tel que L = K(«).
b) Soit ¢ € G, montrer que o(K) = K et que o(a) possede une racine
p-ieme dans L.
¢) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (38 € L)(7(a) = B7)
(ii) L est une extension normale de k.
Dans la suite on suppose ces conditions vérifiées.
d) Démontrer que G est un groupe d’ordre 2p.
3) Soient oy et T les k- automorphismes de L définis par oi(y/c) =
\/57 o1(a) = wa et T(\/E) = _\/E>T(a) =p.
a) Montrer que o7 est un élément d’ordre p.
b) Montrer qu’il existe un entier i tel que 0 < i < p—1 et 7(8) = w'a.



Montrer que si i # 0, G est isomorphe a 7Z /2pZZ.

¢) On suppose que 72 = Id. Montrer qu'il existe un entier j tel que
0<j<p-—1eto(B)=uw/h Montrer que G est engendré par T et oy et
que G est commutatif si et seulement si 7 = 1.
4) Montrer que si a € k, G est isomorphe a 7Z /2p7Z.
5) (Question hors baréme) Soient p = 3,¢ = 2,a = 1 + /2 Montrer que L
est une extension normale de £k et que Gal(L/k) n’est pas commutatif.



