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I On dit qu'un groupe est ind�ecomposable s'il n'est pas isomorphe �a un pro-
duit direct de groupes.
D�emontrer qu'un groupe �ni, commutatif et ind�ecomposable est un p-groupe
cyclique.
II Soient K un corps commutatif et G un sous-groupe �ni, �a n �el�ements, du
groupe des automorphismes de K; On note k le corps �xe de G, on a donc
k = fx 2 K=(8� 2 G)(�(x) = x)g.

A On va montrer que K est une extension s�eparable de k.
Soit � un �el�ement quelconque de K, on consid�ere l'ensemble des parties
f�1; �2; � � � ; �pg de G telles que tous les �i(�) (1 � i � p) soient dis-
tincts, et on note A une telle partie maximale pour l'inclusion ; on pose
A = f�1; �2; � � � ; �rg.a) Montrer qu'il existe j 2 f1; 2; � � � ; rg tel que : �j(�) = �.
b) On consid�ere le polynôme :

f(X) = rY
i=1
�X � �i(�)

�

On va montrer que f 2 k[X].
1) Soit � 2 G, d�emontrer que � induit une bijection de
f�1(�); �2(�); � � � ; �r(�)g sur lui-même (utiliser le fait que A est maximale).
2) En d�eduire que � laisse �xe tous les coe�cients de f et que f 2 k[X].
3) Montrer que � est s�eparable sur k et que [k(�) : k] � n.

B On va montrer que [K : k] � n. Soit � 2 K tel que [k(�) : k] soit
maximal.
1) Supposons k(�) 6= K, alors il existe � 2 K� k(�). D�emontrer qu'il existe

 2 K tel que : k(
) = k(�; �), en d�eduire une contradiction.
2) D�emontrer que : [K : k] � n.

C D'apr�es B, il existe � 2 K tel que K = k(�). Montrer que K est le
corps de rupture d'un polynôme s�eparable (utiliser A), on en d�eduit alors
que (c.f. cours) :

Card(Gal(K=k) = [K : k]:
D�emontrer que que [K : k] = n.


