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EXAMEN D’ALGEBRE et GEOMETRIE
lundi 5 juin de 9h a 12h

I Soient py, po, - -+, pr des nombres premiers tous distincts, et G un groupe
commutatif d’ordre n = pips - - - pr. Démontrer que G est cyclique.

IT On considere le polynome P(X) = (X2 + 1)(X? — 2) de Q[X]. Soit K le
corps de décomposition de P. Déterminer Gal(K/@).

III Soient K une extension finie de k et G = Gal(K/k), on appelle norme de
z (pour z € K) et on note :

N(z) = ]] o(x)

gEG

On suppose que Gal(K/k) est cyclique d’ordre n et engendré par o.
A Soit a € K*.

b
1) Démontrer que si a = —— ou b € K*, alors N(a) = 1.

o (b)
2) On suppose que N(a) = 1. Soit ¢ € K on pose :
do = ac; dy = ac(a)o(c); ---; di = ao(a)o?(a)---o'(a)oi(c) ;- -

etb:d0+d1+---+dn,1.
a) Démontrer que I'on peut choisir ¢ pour avoir b # 0.
b) Montrer que : a = ——.
) q o (0]
B On suppose de plus que K est une extension normale et séparable de £, que
k contient une racine primitive n-ieme de I'unité w et que la caractéristique

p de k est premiere avec n.
o)
1) Démontrer qu’il existe o € K tel que : w = ﬁ
o(a

2) Démontrer que a = «" appartient a k (on montrera que a est laissé
fixe par les éléments de G).

3) Démontrer que k() est le corps de décomposition du polynéme X" —aq
et que k() est une extension normale et séparable de k. Montrer que les
ol pour i = 0,1,--+,n — 1 sont des éléments distincts de Gal(k(a)/k). En
déduire K = k(a) et que le polynéme X™ — a est irréductible sur k.



