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I Soient p1; p2; � � � ; pk des nombres premiers tous distincts, et G un groupe
commutatif d'ordre n = p1p2 � � � pk. D�emontrer que G est cyclique.

II On consid�ere le polynôme P (X) = (X2 + 1)(X3 � 2) de Ql [X]. Soit K le
corps de d�ecomposition de P . D�eterminer Gal(K=Ql ).

III Soient K une extension �nie de k et G = Gal(K=k), on appelle norme de
x (pour x 2 K) et on note :

N(x) = Y
�2G

�(x)

On suppose que Gal(K=k) est cyclique d'ordre n et engendr�e par �.
A Soit a 2 K�.

1) D�emontrer que si a = b
�(b) o�u b 2 K�, alors N(a) = 1.

2) On suppose que N(a) = 1. Soit c 2 K on pose :
d0 = ac ; d1 = a�(a)�(c) ; � � � ; di = a�(a)�2(a) � � ��i(a)�i(c) ; � � �
et b = d0 + d1 + � � �+ dn�1.

a) D�emontrer que l'on peut choisir c pour avoir b 6= 0.
b) Montrer que : a = b

�(b) .
B On suppose de plus queK est une extension normale et s�eparable de k, que
k contient une racine primitive n-i�eme de l'unit�e ! et que la caract�eristique
p de k est premi�ere avec n.

1) D�emontrer qu'il existe � 2 K tel que : ! = �
�(�) .

2) D�emontrer que a = �n appartient �a k (on montrera que a est laiss�e
�xe par les �el�ements de G).

3) D�emontrer que k(�) est le corps de d�ecomposition du polynôme Xn�a
et que k(�) est une extension normale et s�eparable de k. Montrer que les
�i pour i = 0; 1; � � � ; n � 1 sont des �el�ements distincts de Gal(k(�)=k). En
d�eduire K = k(�) et que le polynôme Xn � a est irr�eductible sur k.


