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1. Soit K un corps commutatif. © ceharge str hitp://clubmaths.free.fr

(a) Pour Q € K[Y3,...,Y,], montrer que @ —Q(0,... ,0) appartient & 'idéal (Y3,...,Y,) de
K[Yi,...,Y,] engendré par Y3,...,Y,.

(b) Pour Ay, ..., ), des éléments de K et P € K[X),...,Xy], montrer que P— P(A,... ,As)
appartient a l'idéal M = (X; — Ay, ..., Xn — An).

(c) Montrer que M est un idéal maximal de K[X;,...,X,].

2. Soit A une K-algébre (commutative unitaire) de type fini.
N

(a) Pour ¢ : A — B un morphisme surjectif de K-algebres, montrer que B est de type fini.

(b) En déduire que B est la réunion d’une famille dénombrable de sous-K-espaces vectoriels
de dimensions finies sur K puis que toute partie libre de B est au plus dénombrable.

(c) Pour M un idéal maximal de A, montrer qu’il y a une injection canonique j : K —

A/M=L.

(d) Pour @ € L non algébrique sur K, montrer que I’application qui & F' € K(X) associe F(a)
est bien définie et que c’est un isomorphisme de K(X) sur le sous-corps de L engendré
par K U {a}.

(e) Montrer que la famille (gt )rex d’éléments de K(X) est libre.

(f) En déduire si K est non dénombrable que L est une extension algébrique de K puis que
dimg L est finie.

(g) Pour A =C[X,...,X,], montrer que j est un isomorphisme et en déduire que tout idéal
maximal de A est de la forme (X7 — A1,...,Xn — An) avec Ay, ..., A, € C.

\

3. Soit M un idéal maximal de A = R[X;,..., X,].
(a) Avec L désignant toujours A/M, montrer que dimgL = 1 ou 2.
On supposera désormais dimgL = 2.
(b) Montrer qu’il existe j entre 1 et n tel que X; ¢ R.

(c) Montrer I’existence de coefficients réels ai,...,an et Bi,...,0s tels que pour k # j,
Xk—aka——ﬂkEM et X?—-anj -—ﬁj € M.

(d) Montrer que X7 — a; X; — B; est irréductible.

(e) Soit P I’idéal de A engendré par les X — axX; — B; pour k # j et X7 — o; X; — B;.
Exprimer A/P et conclure que P = M.

4. Soit A une C-algebre integre de type fini.



(a) Pour a € A non nul, on note A’ la sous-algebre du corps des fractions de A engendrée par
AU},
Montrer que A’ est de type fini.

(b) Pour M’ un idéal maximal de A’, montrer que M = M’ N A est un idéal maximal de A
ne contenant pas a.

(c) Montrer que l'intersection des idéaux maximaux de A est réduite a {0}.

(d) On ne suppose plus A intégre.
Montrer que tout idéal premier de A est intersection d’idéaux maximaux de A.



